Sokrészecske-rendszerek

« El1626 eléadas: kvantummechanika alapelvei
egyetlen részecskét tartalmazoé rendszerekben

» Atomok és molekulak targyalasa: sok részecskét kell kezelni egyszerre

«Az N db. részecskét tartalmazé rendszerekben a részecskéknek nincs
o6nallé allapotuk, a rendszer egyetlen hullamfiiggvénnyel jellemezhet6:

W(X1,Y1,21,M51,X0,Y 2,2, Mes - Xns Y Zns Menis 1)

spinkoordinatak

vagy W(1,2,...,N,t)

Sokrészecske-rendszerek

« Annak a valészinlisége, hogy az egyes részecskék egyidejiileg a
koordinataik ksré itV = dV;-dV,-...‘dV) térfogatban
tartézkodnak:

$*(1,2,... . NYE(L2,...,N,H)dV

« Az allapotegyenlet (Schrédinger—egyenlet) alakja:

h a‘P ZN:
T 24,
Laplace-operator: a j-edik ré k a részecskék osszes
térkoordinatai szerinti differencialas kélcsdnhatasi energiaja
A
e 82 62 82\
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Sokrészecske-rendszerek

» Annak a valészinlisége, hogy az egyes részecskék egyidejiileg a
koordinataik ksré it dV = dV;-dV,...-dV), térfogatban
tartézkodnak:

Wi (1,2,...N,H¥(L,2,...,N,t)dV
+ Az allapotegyenlet (Schrédinger—egyenlet) alakja:

h oY "
)

i ot =

« A stacionarius Schrédinger-eqyenlet:

AW+VY

2
—Zh A +VY¥ =E¥
112/’11

Sokrészecske-rendszerek

« A sokrészecske-rendszerek stacionarius Schrodinger-egyenletének a

megoldasa altalaban bonyolult "
- Kézelits megoldésok kellenek, IY’O H#dv
pl. a variacios moédszer e
+ A megfelel6 Hamilton-operator: j l[/0 %dv
N 2 *
H:_z h A +V IT H¥dVv
4 2# i E= —
i oK [#wav

« A stacionarius Schrédinger-egyenlet:

2
—z i AW +VY =E¥
]12/’11

Az atomok szerkezete

+ Az atomokat és ionokat felépitd elemi részecskék:

proton neutron elektron

témeg (kg) |1,67262-1027 1,67493-1027 | 9,10939-10-31

téltés (C) | 1,60218:10-°(€) |0 -1,60218:10-1° (-€)

Tomegszin s Toltés
Z=Rendszémv l

« Atommag mérete: 10-'> m (magfizika, magkémia)
« Elektronburok (kvantummechanika:
— az atommagot pontszerii pozitiv toltésnek tekinti
— az atommag az atom tomegkozéppontjahoz képest
gyakorlatilag mozdulatlan)

Hidrogénszerii atomi részecskék

« Z€ tsltésii mag

pl.: H, He*, Li%*, Be3*, U9+
« egyetlen elektron

* A mag és az elektron kdlcsonhatasat a Coulomb-potencial irja le:

2
V(r)=— 1 Ze°
dre, T

« Az elektron mozgasat leiré
stacionarius Schrodinger-egyenlet:

a vakuum permittivitasa

(8,85419-101231C2m™Y)
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Hidrogénszerii atomi részecskék
n=1,23,... 2t
1=0,1,2,....(n-1)
m =1, —(I-1),...,0,....,(1=1),I

I': sugar
@: azimut
0: polarszdg

* Az elektron mozgasat leiré
stacionarius Schrodinger-egyenlet:

2 2
Ny
2u Areyr
* Gombi polarkoordinatakkal kozelités nélkiil megoldhato:
2
o L ML g R L()(O,)

" T b,y v M

E=—_ - HCE
" (4ms,)? 207

Hidrogénszerii atomi részecskék

n=12.3,...
1=10,1,2,...,(n-1)
m =-I, —(I-1),...,0,...,(I-1),1
a0 oo 222
radialis hullémfuggveny naO nao
— /
1 uz% p~

es nlm = Rnl(r)Ylm(® q))

Hidrogénszerii atomi részecskék
n=1.23,...
1=0,1,2,...,(n-1)
m =1, =(I-1),...,0,...,(1-1),|

\ (n—|—1)! EZ_ZJZHS
O Len[oengina )|

N
Zr al 2Zr
Rn,l (r) = _Nn,l rl exp [_Ej L|21I+I1 [_j

radialis hullamfiiggvény naO
— _J

E 1 opze
" T (bre,)? 20

%

~
nl,m I:'znl(r) (®1q))

s ¥

E=-—_ - HEE
" (4ms,)? 207

Hidrogénszerii atomi részecskék

n=123,...
1=0,1,2,...,(n-1)
m =1, —(I-1),....,0,...,(-1),!
L&) = { (e )}
asszocialt Laguerre- pollnom dé d§
AN J
Y
Ros(r) =N, 1 exp(—ﬁj t (Ej
radialis hullémfuggveny naO rlaO
— ~ _/
1 Z%*
£ es nlm = Rnl(r)Ylm(® q))

Hidrogénszeri atomi részecskék

n=1.23,...
1=0,1,2,...,(n-1)
m =, —(I-1),...,0,...,(I-1),1
Arg
Bohr-sugar: aO = )
1€
Rn,l(r):_Nn,lrl exp(_ j
radialis hullamfiiggvény naO
— ~ _J
1 uz%*

nl,.m Rnl(r) (@,(D)

s P

- (4re,)’ 2n*h?

Hidrogénszerii atomi részecskék

n=1,2.3,... 7t I': sugar
1=0,1,2,....(n-1) @ azimut

o polarszog
m =-I, —(I-1),...,0,...,(I-1),I

u.a. mint a gombfeliileten mozgoY
részecske hullamfiiggvénye

=N,,,R" (cos®)e™

\szogtol fiiggd hullamfiiggvény
Y

2
L pze

- Serr =R, (NY,.(®,®
(472'80)2 2n2h2 nlm — n,I( ) |,m( )




Hidrogénszerii atomi részecskék

n= 1,2,3,... z . I': sugar
. @: azimut
1=0,1,2,...,(n-1
0’ = ,( ) 0: polarszdg
m = I, —(I=1),..,0,...,(-1),|

4 1+{m| |
i@ - (21) - L (s

§I+\m\
asszocialt Legendre-polinom

u.a. mint a gémbfeliileten mozgé Y
részecske hullamfiiggvénye

=N, ,R" (cos®)e™

\szogt(’)’l fiiggd hullamfiiggvény )
Y

2
1 ,uZe Ly

T ¢ =R, (MY, (6, ®
" (472’50)2 2n2h2 nlm — n,I( ) |,m( )

N :{(I el +1)r

Hidrogénszerii atomi részecskék

n=12.3,... .. I': sugar
- D: azimut
1=0,1,2,...,(n-1
0’ = ’( ) o: polarszog
m =1, —(=1),2.,0,...,(-1),|

47 (1 - |m))!

normalasi

tényezé \
u.a. mint a gémbfeliileten mozgé \m\ im®
Y, =N, R (cos®)e

részecske hullamfiiggvénye

\szogtol ﬁiégﬁ hullamfiiggvény )
Y
1 Z%"*
He® W

- é =R (r)Y, (O©,®
" (471'5‘0)2 2n2h2 nlm — n,I( ) |,m( )

Hidrogénszerii atomi részecskék

* Konvencié a Syn | m hullamfiiggvények jeldlésére:

n=1,234,... marad a szam

=023 [ > spdf..

m = -, —(I-1),...,0,...,(I-1),1 alsé indexbe (ha kell)
1 uz%*

nl,m Rnl(r) (®1q))

s ¥

E =— - HEE
" (4rs,)? 20°H

Hidrogénszerii atomi részecskék

» Konvenci6 a S”n |.m hullamfiiggvények jeldlésére:

n=1,2.34,... marad a szam
1=0023.. [ > spdf.
m =1, —(I-1),...,0,...,(I-1),1 alsé indexbe (ha kell)
P00 1s
#500 2s
P11 2P,
P11 2p,
P10 2p,

Hidrogénszeri atomi részecskék
« Hidrogénszerii részecskék palyainak radialis fullamfiiggvénye:

Rn,|(r):—Nn,,l" exp _ir 211 2Zr

radilis hullamfiiggvény &, na,

palya radialis hullamfiiggvény

1s  |R,=2(Z/a,) exp(-Zr/a,)

2s R, :[(Z/ao)%(Z—Zr/ao)exp(—Zr/Zan)]/Z%

2p Ry [(z /an)%(Zr/ao)exp(—ZrIZao)}/(Z-S%)

35 |Ry [2(2/%)%(27—182r/a0 +2(2r/a0)2)exp(—znsaﬂ)]/(m-a%)
3p Ry :[4(2 la,)%(62r /3, —(Zr/ao)z)exp(—ZrISaU)]/(SLG%)
3d  |Ry,= [4(2 a)%(2Zr I a,) exp(—Zr/3a0)]/(81~3%)

Hidrogénszerii atomi részecskék

palya szogtol fiiggd (angularis) hullamfiiggvény
S Yoo = (L/47)" Valés atomi palyékhoz a

komplex Y| m fliggvények

valés kombinacioit (azaz
% .

Py Yy 050 = (6/87)" sin@cos d Y\ cosma €8 Y1 sinmaD

hasznaljuk:

P, Y, = (3/47)% cos®

py Yyano = (6/87)% sin@sin®

dZz Y, = (5/167)% (3cos® ©—1)

d, Y, o500 = (30/87)” cos@sin @ cosd
dy | Yosno = (30/87) cos @sin Osin d
dxz_y2 Y, coere = (30/327)% 5in? © 05 2D

Oy | Younoe = (30/327)% sin® @sin 2>




Hidrogénszerii atomi részecskék

Hidrogénszerii atomi részecskék

palya szogtol fiiggd (angularis) hullamfiiggvény

s Y, = (U/ 47)" =

P, | Yio=(3/4n)%cos®

Py Yicoso = (6/87)%sin@cos @ t

Py Yisino = (6/87)"*sin®sin® e .@ —,

dZz Y,, = (5/167)% (3cos? @—1) |

dy, Y, eo = (30/87) cos@sin ©cos @ i

dyZ Y, gno = (30/87)% cos ©sin @sin @ s =
:/) -,

dxziyz Y, cosoer = (30/327) % sin? © cos 2> | '

Oy | Yo =(30/327)% sin? @sin 20

palya sz6gtol fliggd (angularis) hullamfiiggvény
S Yoo =/ 471')}/2 Egy energiaértékhez

-1

Y,, =(3/47)" cos® L
Pe | Yio=0/47) > @+ =n?
Py Yicoso = (67 87)% sin ®cos ® 1=0
hullamfiiggvény tartozik

Py Yisno = (6/87)%sin@sin® (ilyen foku a degeneracio)

d, | Y,e=(5/167)%(3c0s’©-1)

d,, Y, coso = (30/87)” cos @sin ©cos

d Y, = (30/87)% cos@sin @sin @
yz 2;sin®

dxzfyz Yy cosz0r = (30/327)% sin? @ cos 20>

d Y, inoe = (30/327)% sin? @sin 20
XY 2,5in 20

Egy energiaértékhez
n-1

@ D@+n=n

1=0
/i hullamfiiggvény tartozik

’ 3 (ilyen foku a degeneracio)
%/ i *
/ .9\

Iy 173

Hidrogénszerii atomi részecskék

y

Egy energiaértékhez
n-1

# “ @ Z(ZI +1)=n?

.

Ed 1=0
x i .

/i hullamfiiggvény tartozik
: T
4 o8
1 /
/. Vel .
30 rd

o (ilyen foku a degeneracio)

Hidrogénszeri atomi részecskék

PO
P Egy energiaértékhez
: R n-1
: : 2
| S| Y@+ =n
e - N
e | ¥ g hullamfiiggvény tartozik
2, £ » (ilyen foku a degeneracio)
%/ i‘ 9 g
.// g L
. 3dpp a4,

302

Hidrogénszerii atomi részecskék

* Az elektron jellemzésére jol hasznalhat6 a radialis stirliségfiiggvény:

l:)n,l (r) = r2 Rn,I (r)|2

(annak a valészintisége, hogy az n,I kvantumszamokkal jellemzett

elektron az I' sugaraq, dr vastagsagu gdombhéjon tartézkodik)

-azR sugaru gomb belsejében valo tartézkodas valésziniisége:

w= ji P, (r)dr




Hidrogénszerii atomi részecskék
« Az elektron jellemzésére jol hasznalhaté a radialis siirliségfiiggvény:
2 2
I:’n,l (r) =r |Rn,l (r)|
(annak a valészin(isége, hogy az n,I kvantumszamokkal jellemzett

elektron az I sugara, dr vastagsagu gémbhéjon tartézkodik)

-AzR sugart gémb belsejében val6 tartézkodas valésziniisége:

W= T P, (r)dr

Az 1S palya esetén:
3

A 2
Ratr) =) = | ) =3

H-atom: Iy = @y

Hidrogénszerii atomi részecskék

* Az elektron jellemzésére jol hasznalhaté a radialis sriiségfiiggvény:
0
anl, a0

e Pn,I (r) = rZ |Rn,l (r)|2

Radidlis siiriiséefiiggveny

Hidrogénszerii atomi részecskék

« Az elektron jellemzésére jol hasznalhat6 a radialis siirliségfiiggvény:
—r2 2
I:’n,l (r) =r Rn,I (r)

o és a magtol valé atlagos tavolsag:

/ 0 i

1s
a o1
K 502
9 2 E)
Q E, Q
3 Sos
B
v(r)
V() on
-

Hidrogénszerii atomi részecskék

A hidrogénszerii atomok spektruma:

+ Az N,—N4 (ahol N, > Ny) elektronatmenetnél kisugarzott C sebességi
foton energiaja megegyezik a kiindulasi- és végallapot energiajanak a
kiilonbségével

«A foton hullamhossza: 4s 4p 4d 4f T
| ! L
1 1 1 3s 3p 3d
—=R| ==
A n,n,
2s 2p
g
22e4 Rydberg-allandé ~
== ~1,00737-10°cm
8g,h'c

1s

Hidrogénszerii atomi részecskék

A hidrogénszerii atomok spektruma:
+ Az N;—N, (ahol Ny > Ny) elektronatmenetnél kisugarzott C sebességii
foton energiaja megegyezik a kiindulasi- és végallapot energiajanak a

kiilonbségével ('n Lyman Balmer Paschen Brackett Pfund )
8
+A foton hullamhossza: :: [
o M1
1 11 — | |
T R T2 -
A n, n, \
2
Eioniz. = hCRoo
2,4 -4 6\
,uZ e Rydberg-allandé /

, =+———=1,09737-10°cm™
8g,h°c

Hidrogénszerii atomi részecskék

A hidrogénszerii atomok spektruma:

+ Az N,—Ny (ahol Ny > Ny) elektronatmenetnél kisugarzott C sebességii
foton energiaja megegyezik a kiindulasi- és végallapot energiajanak a
kiilonbségével n Lyman EBamer Paschen Brackett Pund

«A foton hullamhossza:

A o om e

1 1 1

—=R | =—-— 4é 2nm
A n? n’




Hidrogénszerii atomi részecskék

* Az elektron mag koriili mozgasabél szarmazé impulzusmomentum (u.n.
palya-impulzusmomentum) abszoluit értéke:

=10 +)n
az impulzusmomentum Z-komponense:

L, =m#a

Hidrogénszerii atomi részecskék

« Az elektron mag koriili mozgasabdl szarmazé impulzusmomentum (u.n.
palya-impulzusmomentum) abszolat értéke:

IL|=10+)n
az impulzusmomentum Z-komponense:
L, =mn
« A tapasztalat szerint az elektronnak van olyan impulzusmomentuma is

(u.n. sajat-impulzusmomentum vagy spin), mely nem a mag koriili
mozgasbdl szarmazik, hanem az elektron belsé sajatsaga.

| _ Az elektron teljes hullam-
|S| = S(S +1)h es Sz = msh fiilggvénye (a spinallapot-
tol is fliggéen):

W = ‘lyn,l,ma

1
n,I,m,2

5Un,|,m,_% =¥ nh

ahol S :% (spinkvantumszam)
ms = i% (spinallapotok)

a ésﬂ (spinfliggvények)

Hidrogénszerii atomi részecskék

Egy energiaértékhez
n-1

2y @+n=2n’
1=0

hullamfiiggvény tartozik
(ilyen foku a degeneracio)

_ B _ Az elektron teljes hullam-

|S| = S(S+1)h es Sz = msh fiilggvénye (a spinallapot-
tol is fliggéen):

ahol S :% (spinkvantumszam)

nl,mi =Lhim

T 1= 5Z/n,l,mﬂ

n,l,m,—

ms = i% (spinallapotok)

o ésﬂ (spinfiiggvények)

Hidrogénszerii atomi részecskék

* Spinje nem csak az elektronnak van
« A spinkvantumszamban feles spinii részecskéket fermionoknak,
az egész spinlieket bozonoknak nevezziik.

elektron |

proton |
neutron |
foton |
a-részecske |
Satjendra Nath Bose Enrico Fermi
(1894-1974) (1901-1954)

m, =—S,—(s—1),...,(S—1),s (spinallapotok)

Tobbelektronos atomi részecskék

« A rendszer stacionarius Schroédinger-egyenlete:

hZ N e2 N Z N N 1
_ A + — —
Zﬂiz:l“ ' Az, izzl:ri i -1
i<j \

két elektron
tavolsaga

Z: rendszém elektron tavolsaga
a magtol

N: elektronok szama
« Csak kozelité modszerekkel lehet megoldani

» Megfeleléen bonyolult (sok paramétert tartalmazoé) variacios
probafiiggvényekkel egyszerii rendszerekre j6 kozelités érhetd el

« Az elektronszerkezet egységes és szemléletes targyalasat a fiiggetlen-
részecske-kozelités teszi lehetévé.

Tobbelektronos atomi részecskék

Legegyszeriibb fiiggetlenrészecske-kozelités
« Feltételezziik, hogy az N szamu elektron egymassal val6 kdlcsénhatasa
elhanyagolhato.

« Az elektronokat N szamu, egymastol fiiggetlen, egyrészecskés
Schrodinger-egyenlettel lehet leirni.

« Az I-edik elektronra pl.:
2 N 2
Sa+ 2“2 ey =)
21T Il

i
(Mintha a hidrogénszerii atom palyaira megfelelé6 szamu elektront tennénk.)

«Az (n s | s m,ms) kvantumszamokkal jellemzett elektron
huIIamfuggvenyez/v’{’mlym’ms :/gon,m,lo_mS

elektronpalya

i
4re,

spinfiiggvény

(spinpalya) atomi palya




Tobbelektronos atomi részecskék
Legegyszeriibb fiiggetlenrészecske-kozelités
« Egy atomban nem lehetnek olyan elektronok, amelyeknek mind a négy
kvantumszama megegyezik.
« Egy atomi palyan max. 2 elektron lehet (Pauli-elv).
n=1234,.. KLMN,.. @ H
1=0,1,2,3,... spdf,... Alhéj
Elektronkonfiguracié: megadja, hogy az egyes alhéjakon hany

elektron van (pl.: Ne 1522522p6)
» Az atom teljes hullamfiiggvénye az egyelektron-hullamfiiggvények

scorzatas /(12 N) =¥ (1% (2).. % (N)
« A teljes energia az egyelektron-energiak osszege:

E=E+E,+..+E,

« Energiaminimum elve: a legkisebb energiaju konfiguracié az alapallapot.

Tobbelektronos atomi részecskék

Fliggetlenrészecske-kozelités:
Hartree-féle SCF (Self-Consistent Field) -médszer

« A tobbrészecskés Schrodinger-egyenletet megint egyrészecske-
egyenletekre bontjuk, de az elektronok kdlcsonhatasat is figyelembe
vessziik.

P(L2,...N) = Z D) F(2).. 7 (N) Gaamniez
" e [ Z . :
_Z_A 1 —— |+vi(r) |# () = E¥ (i)
H ”50 r| A
7az l-edik elektronnak a tébbivel valé kélcsénhatasabél™
szarmazo potenciélis energia

v () = ZI (J)

&y =1
j#i

ahol | = 1,2,...,N

Tobbelektronos atomi részecskék

Fliggetlenrészecske-kozelités:
Hartree-féle SCF (Self-Consistent Field) -médszer

. Aj—edik elektron mozgasabol szarmazo toltésfelhd atlagos siirlisége:
<] ()|
+ Osszuk fel gondolatban a toltésfelhét kis, dV térfogata részekre.
. #3) | 2av;
Egy ilyen térfogatrészben -€ toltés (ponttoltés) van.

« Ez az i-edik elektronra nézve €2 | 9”(]) | /(4718() ”)
elektrosztatikus potencialis energ tjelent

. Aj—edik elektron teljes toltésfelh6jétdél szarmazo potencialis energiat a
ponttoltések hatasanak 6sszegzésével (integralassal) szamolhatjuk.

(i) = ZI (J)|

TEy =1
J#i

ahol | = 1,2,...,N

Tobbelektronos atomi részecskék

Fliggetlenrészecske-kozelités:
Hartree-féle SCF (Self-Consistent Field) -médszer
A Schrodinger-egyenletet itt iterdciés uton szokas megoldani:
1. Kezdeti Iépésben a szamolni kivant S”l, . WN hullamfiiggvényeket
hidrogénszerii palyakkal kozelitjiik,
2. kiszamoljuk a Vi(ri) potencialokat és megoldjuk a Schrédinger-
egyenletet,
« Az eljarast addig folytatjuk, amig az egymast kovetd iteracios

lépésekben ugyanazt a le, ceey Y/N egyiittest nem kapjuk.

7(L2,..,N) =% Q)% (2)..#,(N)
E =jy'*Hsvdv

Tobbelektronos atomi részecskék

Fliggetlenrészecske-kozelités:
Hartree-Fock-féle SCF-médszer

» Az atom teljes hullamfiiggvényét determinans-alakban veszi fel,
« prébalja figyelembe venni az elektronok megkiilonboztethetetlen voltat.

* Feles spinli részecskék hullamfiiggvénye csak antiszimmetrikus lehet
(Pauli-elv altalanos megfogalmazasa):

#(L2,...N)=-¥(2,1...N)
Slater-determinans: w (1) 51/2 (]_) vl ?IN (]_)
w(L2..N)= 5”(2) 5"2.(2) SUN'(Z)

BN H(N) % (N)
* Zarthéju rendszerek (nemesgazatomok, alkalifém-ionok) hullamfiiggvénye
egyetlen Slater-determinansbal all.

Tobbelektronos atomi részecskék

Fliggetlenrészecske-kozelités:
Hartree-Fock-féle SCF-médszer

* A szamolas minden atomra
és ionra elvégezhetd,

« a teljes energia relativ hibaja
1% koériili,

« ez a vegyértékhéj energia-
valtozasainak nagysagrend-
jébe esik,

— az igy megallapitott
ionizacios és gerjesztési
energiak nem tul pontosak.

. Hartree-Fock-féle palyaenergia




